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Дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердi шешудiң сандық әдiстерi
туралы кейбiр мәлiметтер

Туындылардың ақырлы–айырымдар аппроксимациясы

Кеңiстiк параметрлерi мен уақытқа тәуелдi p(x, y, z, t) функциясын қарастырайық.
Функцияның мәнi кеңiстiк пен уақыт бойынша бiрдей бөлiктерге бөлiнген торда аны-
қталсын. Келесi өлшемсiз координаталар енгiзiлсiн:

i =
x

δx
, j =

y

δy
, k =

z

δz
, t =

T

δt
,

мұндағы δx, δy - горизонтальдi координаталар бойынша қадамдар, δz - вертикальд3 ко-
ординат бойынша қадам, δt - уақыт бойынша қадам. p(x, y, z, t) функциясының xi, yj, zk, t

n

бнүктедегi мәнiн pnijk арқылы белгiлеймiз, яғни, pnijk = p(xi, yj, zk, t
n).

Функциялардың туындыларын ақырлы айырымдармен алмастырудың бiрнеше жо-
лы бар. Қолайлы әдiстi таңдау белгiлi бiр мәселенiң ерекшелiктерiмен анықталады.
Туындылар келесi түрде жазылуы мүмкiн:

(
∂p

∂x
)i ≈ (δ1xp)i =

1

δx
(pi+1 − pi) (1)

(
∂p

∂x
)i ≈ (δ2xp)i =

1

2δx
(pi+1 − pi−1) (2)

Туындыны ауыстырудың бiрiншi жолы екi нүктелi (бiр жақты айырма), екiншi әдiс
- үш нүктелi аппроксимация (орташаланған айырма). Жоғары реттi туындылардың
жуық шамаларын бiрiншi реттi туындылар арқылы өрнектеуге болады. Төменде екiншi
реттi туынды үшiн ақырлы-айырымдар жуықтауы келтiрiлген:

(
∂2p

∂x2
)i ≈ (δxxp)i =

1

(δx)2
(pi+1 − 2pi + pi−1) (3)

Жоғарыда көрсетiлген қатынастарды бiрнеше айнымалысы бар функцияның жағдайы-
на оңай таратуға болады, мысалы, Лаплас операторы үшiн келесi ақырлы–айырымдар
өрнегiн алуға болады:

(∆p)ij =
∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2
≈ (δxxpij) + (δyypij) =

=
1

(δx)2
(pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j) + (

1

(δy)2
(pi,j+1 − 2pij + pi,j−1)

Туындылардың ақырлы–айырымдармен жуықтаулардың дәлдiгiн баға-
лау
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Бұл мәселенi шешудегi маңызды қадам – туындыларды ақырлы–айырымдармен
жуықтаулардың дәлдiгiн бағалау. Осы мақсатта белгiлi нүктедегi туындының дәл мәнi
мен жуықтау мәнiнiң арасындағы айырма енгiзiледi:

ε = δxp−
∂p

∂x.
(4)

Функцияны Тэйлор қатарына жiктеу арқылы

p(x+ δx) = p(x) +
∂p

∂x
δx+

1

2!

∂2p

∂x2
(δx)2 +

1

3!

∂3p

∂x3
(δx)3 + ...

Келесi өрнектердi аламыз:

pi+1 = pi + (
∂p

∂x
)iδx+

1

2!
(
∂2p

∂x2
)i(δx)

2 +
1

3!
(
∂3p

∂x3
)i(δx)

3 + ...

pi−1 = pi + (
∂p

∂x
)i(−δx) +

1

2!
(
∂2p

∂x2
)i(−δx)2 +

1

3!
(
∂3p

∂x3
)i(−δx)3 + ...

Алынған өрнектердi (1.20) теңдiгiне қою арқылы келесi теңдiкке келемiз:

ε1 = (δ1x)p−
∂p

∂x
=

1

2!
(
∂2p

∂x2
)i(δx)

2 +
1

3!
(
∂3p

∂x3
)i(δx)

3 + ... = O(δx)

ε2 = (δ2x)p−
∂p

∂x
=

1

2 ∗ 3!
(
∂3p

∂x3
)i(δx)

3 + ... = O((δx)2)

Алынған айырмаларды алу арқылы, қалдықты бiлдiретiн қатардың үлкен мүшесi
бiрiншi жағдайда– δx, екiншi жағдайда – (δx)2 екенiн көруге болады. Тор арасындағы
қашықтық аз болғандықтан, бұл қатарлардың дәлдiк дәрежесi бiрiншi жағдайда бiрге
тең, екiншi жағдайда екiге тең, және келесi символдармен белгiленедi – O(δx), O((δx)2).

Айқын және айқын емес сұлбалар

Дифференциалдық теңдеулермен сипатталған мәселелердi шешу үшiн уақыт бой-
ынша туындылары бар дифференциалдық теңдеулердiң ақырлы айырымдары ерекше
қызығушылық тудырады. Мұнда бiз екi сұлбаны қарастырамыз: айқын және айқын
емес. Жеңiлдету мақсатында қарапайым сызықты дифференциалдық теңдеу қарасты-
рылады:

∂v

∂t
+ c

∂v

∂y
= 0 (5)

мұндағы c- тұрақты.
Қажеттi белгiсiздер белгiлi мәндер көмегiмен табылатын болса, ондай сұлбалар ай-

қын деп аталады. (1.21) теңдеуiнiң ақырлы-айырыдар арқылы берiлген түрi келесiдей
жазылуы мүмкiн:

(
∂v

∂t
)nj + c(

∂v

∂y
)nj = 0.
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Кеңiстiк координатасына қатысты туындыға (1.18) формуласын және уақыт бойын-
ша туындыны (1.17) формуласы арқылы өрнектеу арқылы келесi ақырлы-айырымдар
алынады:

vn+1
j − vnj +

α

2
(vnj+1 − vnj−1) = 0 (6)

vn+1
j − vn−1

j + α(vnj+1 − vnj−1) = 0 (7)

Мұндағы α = c
δt

δy
.

Егер функцияның белгiлi бiр уақытта v мәнi белгiлi болса, (1.22), (1.23) өрнектердiң
көмегiмен функцияның келесi уақыттағы мәнiн функциялардың белгiлi мәндерi бойын-
ша анық табуға болады:

vn+1
j = vnj − α

2
(vnj+1 − vnj−1)

vn+1
j = vn−1

j − α(vnj+1 − vnj−1)

Дифференциалдық теңдеудiң уақыт туындыларын және басқа мүшелерiн уақыттың
әртүрлi мезетiне жатқызған жағдайда, айқын емес сұлбалар алынады. Бұл жағдайда
белгiсiз айнымалылар айқын көрсетiлмейдi. Мысалы, уақыт бойынша туындыны n ме-
зетiне және теңдеудiң қалған мүшелерiн функцияның n+ 1 мезетiндегi мәнiне теңесек

(
∂v

∂t
)nj + α(

∂v

∂y
)n+1
j = 0

онда туындыларды аппроксимациалау үшiн екiншi әдiстi қолдану мынадай теңдеудi
алуға мүмкiндiк бередi:

vn+1
j − vn−1

j + α(vnj+1 − vnj−1) = 0 (8)

Егер уақыт бойынша туындыны n-де анықталса, теңдеудiң қалған мүшелерiн функ-
цияның басқа уақыт мезетiндегi мәндермен анықтаса,

(
∂v

∂t
)nj =

1

2
[(
∂v

∂y
)n+1
j + (

∂v

∂y
)n−1
j ] (9)

келесi ақырлы - айырымдарды алуға болады:

vn+1
j − vn−1

j +
α

2
(vn+1

j+1 − vn+1
j−1 + vn−1

j+1 − vn−1
j−1 ) = 0. (10)

(1.24) және (1.25) теңдiктерi функцияның n+1 сәттегi мәнiмен функцияның өткен сәтте-
гi мәнi арасындағы байланысты бередi. Сонымен қатар, функцияның (j, n+1) нүктеде-
гi мәнiн функциялары басқа мәндерi арқылы айқын табылуы мүмкiн емес, сондықтан
мұндай ақырлы-айырымдар айқын емес деп аталады. Мұндай сұлбалар қажеттi ай-
нымалыларды есептеуге мүмкiндiк бермегендiктен, iс жүзiнде бұл қатынастар арнайы
әдiстер (итеративтi) арқылы шешуге болатын теңдеулер түрiнде ұсынылады.

Ақырлы-айырымдар сұлбаларының тұрақтылығын бағалау
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Ақырлы-айырымдар арқылы жазылған теңдеулердi шешкен кезде, есептеу проце-
дураларын бiрнеше рет қайталап орындау қажет болады. Егер сiз арнайы шараларды
қолданбасаңыз, бастапқы шарттардағы немесе есептеулер процесiнде кiшiгiрiм қателер
соңғы шешiмдi бұрмалауы мүмкiн. Бұл құбылыс есептеу тұрақсыздығы деп аталады.
Мысал ретiнде тасымалдау теңдеуiн (1.21) пайдаланамыз. Алдымен, бастапқыда v(y)
функциясының формасы келесiдей деп, теңдеудiң дәл шешiмiн аламыз:

v(y) = Aeimy,

мұндағы A - толқын амплитудасы, m = 2π/L – толқын саны, L – толқын ұзындығы,
i =

√
−1.

Алғашқы шартқа сәйкес (1.21) теңдеуiнiң шешiмi келесiдей iзделiнедi:

v(y, t) = Aei(my−σt),

Мұндағы σ = 2π/T - жиiлiк, T – период, c = σ/m – толқын таралу жылдамдығы.
Келесi өрнектердi

∂v

∂t
= −iσAei(my−σt),

∂v

∂y
= −imAei(my−σt),

(1.19) теңдiгiне қою арқылы келесi теңдеу алынады:

iAei(my−σt)[−σ + cm] = 0.

σ = cm, яғни
v(y, t) = Aeim(y−ct).

Алынған шешiм толқын таралуында оның амплитудасының өзгермегенiн көрсетедi, яғ-
ни шешiмнiң тұрақтылығын бiлдiредi. Алғашқы шартты келесi түрде алып,

v0j = Aeimjδy,

ақырлы-айырымдар теңдеулерiне өтсек, алынған теңдеудiң шешiмi келесi түрде iзделi-
недi:

vnj = Aei(mjδy−σnδt),

Келесi теңдiктердi оңай тексеруге болады:

vn−1
j = Aei(mjδy−σ(n−1)δt) = vnj e

iσδt,

vnj+1 = vnj e
imδy; vnj−1 = vnj e

−imδy

vn+1
j+1 = vnj e

j(mδy−σδt); vn+1
j−1 = vnj e

i(−mδy−σδt).

(1.15) айқын сұлбасы қарастырылады. (1.20) теңдiгiнен алынған өрнектердi осы теңде-
уге қою арқылы келесi теңдеу алынады:

vnj e
−iσδt − vnj +

α

2
(vnj e

imδy − vnj e
−imδy) = 0
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немесе
vnj m[e−iσδt − 1 +

α

2
(eimδy − e−imδy)] = 0.

vnj ̸= 0 жағдайында:
e−iσδt − 1 +

α

2
(eimδy − e−imδy) = 0

Эйлер формуласын ескерiп, eiz − e−iz = 2isinz, положим, что σ = σr + iσi, мұндағы σr

және σi - σ санының нақты және жорамал бөлiктерi.

e−iσδt = e−i(σriσi)δt = e−iσrδteσiδt)eσiδt[cos(σrδt)− isin(σrδt)]

өрнегi ескерiлiп келесi теңдiк алынады:

eσiδt[cos(σrδt)− isin(σrδt)]− 1 + iαsin(nδy) = 0.

Нақты және жорамал бөлiктерi жеке қарастырылады:

eσiδtcos(σrδt) = 1

eσiδtsin(σrδt) = αsin(nδy)

Теңдiктiң екi жағын квадраттап, қосып келесi теңдiк алынады:

e2σiδt = 1 + α2sin2(nδy)

Бұл теңдеудiң оң жағы әрқашан бiрден үлкен болғандықтан e2σiδt > 1,

2σiδt > 0,

яғни әрқашан σi > 0. Алынған шешiм келесiдей жазылады:

vnj = Aei(mjδy−σnδt) = Aei[mjδy−(σr+iσi)bδt] = Aeσinδtei(mjδy−σrnδt).

Амплитуданың алғашқы мультипликаторы уақыттың ұлғаюымен арта түседi. Де-
мек, бастапқы толқынның амплитудасы да арта түседi. Уақыт қадамы неғұрлым үлкен
болса, аммплитуданың өсуi күшейе түседi. Уақытқа қатысты шексiз шағын қадамда
амплитуда болмайды. Яғни, бiр жақты айырымдарға ие айқын сұлба есептеу тұрақ-
сыздығына ие екендiгi туралы қорытынды жасауға болады.

Сұрақтар:

1.
∂2p

∂x2
екiншi туындының ақырлы-айырымдар жуықтауының дәлдiгiн анықтаңыз

(бiрiншi туындыны жуықтаудың II жолы).

2. (1.21) сұлбасының тұрақтылығын зерттеңiз.
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3. (1.5) теңдеуiне арналған айқын емес жуықтау сұлбасын тұрақтылыққа зерттеу .
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